N° 1 and 2.

Paper N° 1 (related to N° 2) deals with the inert smass of a rigid system of electric
charges, and derives it from the reaction on the moving charges of their own electromag-
netic field. The result is that, in the most general case, the mass is expressed by a tensor.
In the particular case of a spherically symmetric system, the tensor degenerates into a sca-
lar equal to (4/3) U/c2. This value, while in agreement with a well known calculation of
the electromagnetic mass of a spherical homogeneous shell performed by Lorentz, contra-
dicts Einstein’s principle of equivalence (see papers 4 @, 4 5, 6).

Paper N° 2 determines, by the methods of general relativity, the effect of a uniform
gravitational field on a system of electric charges. It turns out that the charges have a
weight equal to that of a material mass U/c? (where U is the electrostatic energy of the system),
in perfect agreement with Einstein’s principle of equivalence between mass and energy.

E. PERSICO

SULLA DINAMICA DI UN SISTEMA RIGIDO
DI CARICHE ELETTRICHE IN MOTO TRASLATORIO

«Nuovo Cimento», 22, 199—207 (1921).

§ 1. — Quando un sistema di cariche elettriche si muove di moto qua-
lunque il campo elettrico da esso generato & diverso da quello a cui porte-
rebbe la legge di Coulomb. Ora il campo elettrico prodotto da tutto il sistema,
esercita sopra tutti gli elementi di carica del sistema delle forze. Il risultante
di queste forze, vale a dire il risultante delle forze elettriche interne, sarebbe
evidentemente nullo se valesse la legge di Coulomb, ma non lo & perd pid,
almeno in generale, quando il sistema si muove, poiché in tale caso non
vale pitt quella legge.

Tale risultante di la reazione d’inerzia elettromagnetica e lo scopo del
presente lavoro & appunto di calcolarlo nel caso di un sistema qualsiasi in
moto traslatorio. Nel caso che il sistema sia una distribuzione sferica di
elettricitd superficiale, come si ammette nella maggior parte dei modelli
elettronici, & noto che si trova ® che tale risultante & dato, almeno in prima
approssimazione, da

263

262 ¢

3¢
dove ¢, R indicano la carica totale ed il raggio del sistema, ¢ la velocita

della luce, T' e I' l'accelerazione e la sua derivata rispetto al tempo. Per

(1) RICHARDSON, Electron Theory of Maitter, Cap. XIII. La differenza tra le mie formule
e quelle del Richardson proviene dal fatto che quest’ultimo usa le unitd di Heaviside.
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moti quasi-stazionarii il secondo termine di (1) diventa trascurabile con
che (1) si riduce a

(2) —mI

essendo 72 la massa elettromagnetica.

Nel § 2 si trova la generalizzazione della (1) al caso di sistemi qual-
siasi, rispondenti per esempio ai modelli molecolari, sempre supponendo che
la velocity sia trascurabile di fronte a quella della luce. Se F,G=1,2,3)
sono le componenti del risultante in questione si trova

(3) F.l' = _2 77234 Fk + ;G,‘ Fk

essendo 7i; , 64z quantita dipendenti dalla costituzione del sistema. Non si
pud pilt quindi nel caso generale parlare di una massa elettromagnetica
scalare, si introduce invece al suo posto la considerazione del tensore ;.

I1 § 3 & dedicato allo studio dinamico della legge dei moti quasi-sta-
zionarii:

(4) Kl' = ; 7k r k

essendo K, le componenti della forza esterna. Si mostra che con tale legge
continuano a valere i principii fondamentali della forza viva e di Hamilton.

Nel § 4 infine la legge (4) dei moti quasi-stazionarii, valida soltanto
per velocity piccole viene a mezzo del principio di relativitd in senso stretto
generalizzata al caso di velocitd qualunque.

Resta con cid completato lo studio della masse elettromagnetiche come
masse d’'inerzia. In un prossimo lavoro considererd, dal punto di vista della
teoria generale della relativitad, le masse elettromagnetiche come masse
pesanti.

§ 2. — E noto @ che la forza elettrica dovuta ad una carica puntiforme 1
in moto ¢ la somma di due che, supponendo trascurabile il rapporto della
velocita v della particella alla velocita ¢ della luce sono: la prima E,, la forza
data dalla legge di Coulomb; la seconda E, ha l’espressione

P E __TI*a I
(5) 2 =, o

.

In questa formula » rappresenta la distanza tra la particella M ed il
punto P in cui si calcola la forza, @ un vettore di grandezza 1 e di orienta-
zione MP. I'* infine & I’accelerazione della particella al tempo #—(/c). Se
in M invece della carica 1 c’¢ la carica pdt (p densith elettrica, v elemento
di volume) la forza in P sard pdr (E; + E,) e quindi la forza esercitata in

P da tutte le cariche sara [ e (E. + E,)dr ove lintegrazione si deve esten-

dere a tutto lo spazio 7 occupato da cariche. Se ora nel punto P si ha la

carica p' 47’ su di esso agisce la forza p’ 27’ f e (E. + E,) d~.

(2) Vedi per esempio RICHARDSON, op. cit.
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La forza agente su tutto il sistema & percid
F=”@%E+Emhﬁﬁ
dove le due integrazioni debbono essere estese al medesimo campo. D’altra
parte si ha evidentemente
ffpp' E, drtdt =o0
e quindi
F = [fpp’ E,d~ d~'.

Se ora indichiamo con I',I' I'accelerazione e la sua derivata rispetto
al tempo, al tempo #, potremo porre, se » ¢ sufficientemente piccolo

M*=r—-2r
c

si ottiene infine

6) F=/l/(—£—;;a— T )pp’ ar dv’ —ff(f—c;g-a —%)pp' dvdr .

cr

Indichiamo con x,,%,,%;, coordinate cartesiane ortogonali e siano (x,)
Xy—x;

le coordinate di M, (x;) quelle di P. Le componenti di @ sono @; = =

Scrivendo scalarmente la (6) si ottiene allora, osservando che, per lipotesi
fatta del moto traslatorio le I; e I'; sono costanti durante lintegrazione:

(7) Fx=_;mdrb+§0'ﬁrj.

Dove si & posto:

s — 2‘:} _/f pp' (2;—1,) e de’

s 23
® P’ (#;—,) (23— x3)
Mik = Mp; = —ff gy drdt 1-=4
s Oy = _;_2 _'. ‘P'p—(‘;:;;;—x') d’t‘ dT,
)
pe’ (r;—x;) (zp—xp) , .
Cip = Oks = —/[ 37 L d‘t’ d’r R z :,: ,é .

In queste formule U rappresenta l’energia elettrostatica del sistema
= —i—ff%d’c d<’ ed e la carica elettrica totale =fp dv = [p' .

Dalle espressioni (8) (9) risulta subito che se si cambiano gli assi () in
altri (y;) con la sostituzione ortogonale:

Yi= ; ¥4
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gli 7 ed i oy relativi ai nuovi assi sono:

M = 2 Osr Olks Mlrs
rs

Gt = D, Gir s G -
rs
Tanto »; che o;: sono quindi tensori covarianti simmetrici. Per ciascu-
no di essi si avranno percid tre direzioni principali ortogonali tali che pren-
dendo gli assi ad esse paralleli si abbia 72, = 0 oppure 6, = 0 quando 7 = 4.
Gli assi principali dei tensori 7, ¢ saranno pero generalmente differenti.
Nel caso che il sistema abbia simmetria sferica si possono effettuare le inte-
(x;—z,) (ty—=2p)
e
medio di questa espressione per tutte le possibili direzioni MP poiché ai due

punti MP corrispondono in questo caso infinite coppie distinte soltanto per
T

. . . . 2w [ . .
Iorientazione. Ora tale valor medio se 7 = £ ¢ e / cos® 0 sin 0 26; se invece

grazioni in (8) (9) perché al posto di si pud porre il valor

i=]= 4 & nullo.
Si ha percio

4U | — _ )
m11=m”=m33=3_C’ ’ Moz = Mgy = My, = O
2 & .
cu=6”=0‘33=?? ’ 0‘93=0'3!=0'u=0_

Sostituendo questi valori in (7) si ottengono formule ben note nel caso che
il sistema sia uno strato sferico omogeneo.

§ 3. — Riprendendo il caso generale osserviamo che per moti quasi-
stazionarii alla (5) potra sostituirsi:

Fi=—Ymals.
E

Se si pensa che sul sistema agisca una forza esterna (X,) la forza totale
sard (X; + F;). Se si suppone ora il sistema privo di massa materiale deve
essere X; 4 F; = 0 e percio

(IO) Xi= E 75k Fk .
%
E agevole mostrare come con la legge del moto (10) si conservano
il principio delle forze vive e quello di Hamilton. Infatti si indichi V =

(V.,V,,V,) la velocita e si moltiplichi (10) per V;: sommando poi rispetto
ad z si ottiene

av
;X;V; =§m,-5V,-Eﬁ .

Scambiando nelle seconda somma z con £ ed osservando che s = #14;

av;
2 X;V; = % maVk7
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sommando

ZEXV Zm,k(V d\‘-]-V ) %Z‘m;kv,vk.

I1 primo membro ¢ il doppio della potenza P delle forze esterne. Si ha
percio

(11) P="L dovet T=LSmuV.V,.

Moltiplicando invece i due membri di (10) per 8x. e sommando si ottiene
similmente

a2 a2z,
'Z X:' Sx! 2 mMik ( xk X5 + T.:’ Sxk)

; 2 mx (%4 O%; + %y Sxk)‘ —_— 2 mik (2 0%; + Z; 84)

d
dt
_dn_’_ % Em.ﬁ (%2 O8x; + %; 83\7/})‘ — T .

Moltiplicando per 4 e integrando tra due limiti #, #’ nei quali si sup-
pongano nulle le variazioni dx; si ottiene

tll
(12) [ (sr + XX, Sx,-)a’t =0
i '

che esprime il principio di Hamilton.

Se invece che ad assi qualunque ci si riferisce agli assi principali del
tensore #z;; le (10) prendono la forma semplice:

(13) Xi=muT;.

§ 4. — Questa formula vale soltanto quando V/c ¢ trascurabile. Per
generalizzarla a velocitd qualsiasi indichiamo con S = (x,, %, , %3, £) il sistema
di riferimento indicato; con S* = (x,y,2,#) un sistema fisso rispetto a S con
I'asse x orientato come la velocitd del sistema ad un certo tempo I generico
ma fissato; infine sia S’= («’, 3’, #, #') un sistema con gli assi di spazio paral-

leli ad xyz che si muova r-nlnhvame“tv ad Q* di moto urufcn—n_e con ‘rnlnrlta

eguale a quella del mobile al tempo #, la cui grandezza sia ». Si avra

N
Ji—%
dove, fissato I,v e quindi B sono costanti.

Supponiamo che le forze agenti sul nostro sistema derivino da un campo
elettromagnetico esterno (E, H); siccome all’istante ¢ il sistema ha velo-
citda nulla rispetto ad S’ varranno per esso le (10) e, con evidente significato
dei simboli, si avra percid:

B, = Maue U 4 tay Uy + m2g Ty
eEy, =y s +myy Iy +my Iy

By =My U + myy Uy +myu T

(14) ¢'=B(t—;”zx) y ¥ =B —v) ;Y =y;7d=2;P=
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Si ha perd
(E,=¢E, ; ¢E,=-¢p (E,_gﬂ,) ,  ¢Ei=ef(E.+ 2H,):
Se si pone percid

(15) k=e(E +VxH)

si trova

eE; = k. ¢E, = ef %, eE, = ef ;.

D’altra parte:
™ a1’ dt' —d2¢' dx'
x = dt'3

’ 2 4.7
ma, al tempo I, -‘-Z— =0 quindi I'; = %— Prendendo # per variabile indi-

pendente ed osservando che% =v
I, =pI,. Parimenti [, =L, I,=4I,.
Sostituendo
s by == Mas B3 + May B2 F + mas P72
(16) ' by =myz B> % + myy By + mys B2
b = ex B* £ + ey BY + 75 BE.
Indicando con «.; il coseno dell’angolo tra l'asse x e l'asse x, si ha
Ay = Olxi Bz - Oyi By - tss Rs .
D’altra parte essendo m;, covariante si ha per esempio
Mzy = 3 Myr Oy Oy -
Parimenti r
= ;x, s -
Moltiplicando allora le (16) per a.;, ay;, o € sommando si trova

- - . (ol n3 a - nNa _. . N e A e Na __ o _ .
bi= D om, % | B ow’ dajotn + B% ey yr Xy s dxi - B Ky Lpy 0Laj Ki
77
2
+ B otyr oty 0y oyi = Botys® oty5 oty - Botyr ter Olar Olsy %y

+ ﬂz Olgr Olxy Ozy Olgy + Bun Oyr Olys Olss + fosr2 Kgys Olgs o

Si ha pero o.: =%i. Tenendo conto delle relazioni tra le o si trova
da ultimo la cercata generalizzazione delle (13)

EIT I
(17) é.-=ﬁ§:'&,-mnz(ﬂ—1)’%

2%,

+ B — 1| 2+ ()

2}2

|+ @i

Dove
(=1 sej=r ; (jr)=0 sejd=r
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Nel caso della simmetria sferica posto m,, = m,, =m,; =m si pud
effettuare la somma in (17) e si trova:

kb, = BmiE, +mp (B> — 1)%}2:&,;&,
J
da cui ricordando che

I
b=

] ——

‘:-2

si ritrova la notissima formula della dinamica elettronica

Pisa, gennaio 192I.
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Ne 2,

For the introduction to this paper see N° 1.

2.

SULL’ELETTROSTATICA DI UN CAMPO
GRAVITAZIONALE UNIFORME E SUL PESO
DELLE MASSE ELETTROMAGNETICHE

« Nuovo Cimento», 22, 176-188 (1921).

INTRODUZIONE.

Fine di questo scritto & la ricerca dell’alterazione prodotta da un campo
gravitazionale uniforme sui fenomeni elettrostatici che hanno luogo in esso
fatta sulle basi della teoria generale della relativita. Stabilita 1’equazione
differenziale che lega il potenziale elettrico alla densitad delle cariche, e che
corrisponde all’equazione di Poisson dell’elettrostatica classica, si riesce
ad integrarla nel caso almeno che il campo di gravitazione sia sufficiente-
mente poco intenso, ed il campo della gravitazione terrestre soddisfa lar-
gamente a tale condizione, trovando cosi le correzioni da apportarsi alla
legge di Coulomb per la presenza del campo di gravita.

In una prima applicazionesi studia la distribuzione dell’elettricith soprauna
sfera conduttrice mostrando che per influenza del campo la sfera si polarizza.

La seconda applicazione ¢ dedicata alla ricerca del peso di una massa
elettromagnetica, vale a dire della forza che, per effetto di trovarsi in un
campo di gravita, si esercita sopra un sistema di cariche elettriche rigido
(per esempio sostenuto da un dielettrico rigido).

Si trova che tale peso e dato dal nrndnf—fn dell’accelerazione di 1"3..11‘.5‘._
per #/c* dove % rappresenta l'energia elettrostat1ca delle cariche del sistema
e ¢ la velocita della luce. Si trova quindi che la massa pesante, cioé il rap-
porto tra il peso e I'accelerazione di gravitd, per il nostro sistema non coin-
cide almeno in generale, con la massa inerte, poiché, ad esempio per un sistema
avente simmetria sferica, quest’ultima viene data da (4/3) %/¢* con i simboli di
prima.

E noto del resto come la relativitd in senso stretto conduca a prendere
Axu/c* come aumento della massa inerze di un sistema al quale viene comu-
nicata l'energia Az, e cid pud agevolmente mettersi in relazione con il risul-
tato accennato.

Si mostra da ultimo come possa trovarsi un punto che, rispetto al peso
del nostro sistema di cariche, gode delle stesse proprietd di cui gode il cen-
tro di gravitd rispetto al peso di un ordinario sistema di masse materiali.
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PARTE PRIMA

ELETTROSTATICA DI UN CAMPO DI GRAVITA.

§ 1. — Consideriamo una regione dello spazio sede di un campo uniforme
di gravitd e supponiamo che i fenomeni elettrostatici che pensiamo aver
luogo in essa siano talmente poco intensi che si possa ritener trascurabile
I’alterazione da essi prodotta sulla metrica della regione in discorso. L’ele-
mento metrico della varieta spazio—-tempo, relativo a tale regione potra
in tali ipotesi, porsi sotto la forma

(1) ds* = a dt* —dx* — dy* — dz*

essendo ¢ funzione soltanto di z.

Le variabili ¢, z, y, 2 saranno anche indicate con x%,, x,, x,, x, ed i coef-
ficienti della forma quadratica (1) con g,:. Sia ¢; il potenziale vettore ed
F;+ il campo elettromagnetico. Sari

(2) Fizr = @iz — oas
riferendoci alla forma fondamentale (1).

Limitando le nostre considerazioni ai campi elettrostatici porremo
P, = @, = @, = O €, per brevitd, ¢, = ¢. Ora si ha:

do; 2
Fl'k = @ik — Qrs — a;:.; - QZf
cio¢
2 2 9¢
Fox='?:;— Foa=F;_ Fo3=Tz—
(3

\ F23=F3:=F:a=0 F|'£=_Fél' Fi =o.
Si ha inoltre:

F) = E g» g(j,b) Fu = g(""’ gu'ﬁ F,,
&k

da cui osservando che:

£ = % g0 = gl = gla) = — 1
si ottiene:
“ \ F(on:_%g_z F(o»:_%g_; F<03>=_%.g.§
4 [
| Fo» — Foo — P69 —0  FéH = — Fé)  FG) — o,

Nel caso che stiamo trattando pud darsi all’azione la forma seguente,

(s) W=f§ Fu F dos +[def<pa'xo

(1) T. LEVI-CIVITA, Nota I1. Sui ds® einsteiniani, «Rend. Acc. Linceis, 27, 1° sem. N° 7.
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dove
do = J— || g || dx. dx: dx, dxy = Va dx dy dz dt

¢ 'elemento di ipervolume della varietya e l'integrazione relativa a do va
estesa ad una determinata regione della varieta mentre le integrazioni relative
a de ,dx, vanno estese rispettivamente a tutti gli elementi di carica elettrica
le cui linee orarie passano per la regione considerata ed a quei segmenti delle
dette linee che in essa si trovano.

§ 2. — Nella variazione di W, ¢ potrd variarsi arbitrariamente, con
I'unica condizione che sul contorno della regione d'integrazione sia 8¢ =

Invece le variazioni 3x, 8y, 8z oltre alla condizione 8x =8y =32 =0
sul contorno potranno essere assoggettate anche ad altre da determinarsi
nei varii casi particolari. Per esempio nell’interno di un corpo conduttore
esse saranno completamente arbitrarie mentre in un dielettrico rigido dovranno
rappresentare le componenti di uno spostamento virtuale rigido e cosi di
seguito.

Portando in (5) i valori (3), (4) si trova:
©6) W= -——-I—,f“ VI7z z(e“’) +(—%’,—)2 + (%E—)’%dxdya’zdt —I—fa'efcpa’z‘
da cui

dx dy dz dt

) W = fj[[s@l——mwk —— e

+[f/fp(3"’ 5 + 5 78y + 3 32 2 8s) dx dy da dt

come subito si ricava osservando che, per le ipotesi fatte, si ha, lungo una
linea oraria, dxr =dy =dz=0 e che, essendo p la densitd elettrica,
o dx dy dz = de.

Perché 8W sia identicamente nullo si trova intanto, siccome 3¢ & arbi-
trario nell’interno del campo d’integrazione:

() Ao Blogla 3o . __ ,y;
\% 2 P &z oz v

Dovri oltre cid aversi:

©) f/ ( 3x+ % 8_'y +—~—82)dxdydzdt_ o,

per ogni sistema di valori di 8x,8y, 3z conforme ai vincoli supposti.
Nell’equazione (8) ¢ contenuta la generalizzazione della legge di Poisson
a cui la (8) si riduce se a & costante, cio¢ se manca il campo gravitazionale.

§ 3. — Se con G indichiamo l'accelerazione di gravitd del campo consi-
derato, ciot l'accelerazione con cui comincia a muoversi un punto materiale
libero, si ha
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Con cio la (8) si scrive:
G 2o

(11) Ao+ =—¢fa

Per trovare la soluzione di (11), dato in ogni punto p, penseremo che
le cariche elettriche siano contenute entro una piccola regione attorno al-
l'origine delle coordinate. Porremo inoltre, nell'origine, & = ¢* (¢ = velocita
della luce nell'intorno dell’origine) e supporremo la gravita cosi poco intensa
da potersi trascurare quei termini che contengono il quadrato del rapporto
IG[c* dove [/ rappresenta la massima lunghezza che interviene nel problema
che si sta considerando. Sotto tali ipotesi pud porsi:

1 da G
ﬁ=c+;—c—zz=c<l —Fz)-
La (11) puod scriversi percio:
G 20 G
(12) Ao -}--‘T?z——-——-c(l ——Fz)p.

L’integrale di questa equazione, come mostra senz'altro una verifica
materiale & dato, con l'approssimazione indicata, da:

¢ f G I G fp—3m
(13) P =% (I —F)ZM‘ZTM(T_zc’ 7 )

¢ 1 G #pteym

=17 [z —am )

dove M ¢ il punto generico del campo 7, occupato da cariche elettriche, P
il punto nel quale si calcola ¢ ed » la distanza MP.

Data la linearitd dell’equazione (12) potrd naturalmente aggiungersi a
(13) un qualsiasi integrale dell’equazione:

G 9
Z 2 =0

(12)* At

ottenuta ponendo in (12) p = o. Tale integrale rappresentera il campo dovuto
a cause esterne alle p,. Per le applicazioni che abbiamo in vista conviene
considerare una particolare soluzione di (12)* data da

G
(14) o =—cEix— By + S Eie ©
essendo E; E; E; delle costanti.
Nell’origine essendo E la forza elettrica si ha
I I 1
Ex=—'—z_-F°; Ey=——c—F°, E;=—7F°3.

Risulta di qui che nell’origine la forza elettrica del campo esterno (14)
ha per componenti:

E. E E.
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§ 4. — Calcoliamo ora il campo elettrico dovuto ad una carica ¢ con-
centrata nell’'origine delle coordinate. Da (13) si ha:

(15) R

e questa formula di come subito si riconosce ponendo G = o la generalizza-
zione della legge elementare di Coulomb. Ricordando le (3) si ottiene:

4w\ 2¢2 73

ey G ey

(16) Fu= 25 —5n %)
ce [ 2 G 2 G 1
Fo=ie(F—ss 5 t357)

Possiamo riassumere le tre formule precedenti in un’unica vettoriale.
Indicando infatti con F, il vettore di componenti F,;, F,,, F,, con a un vet-
tore di grandezza 1 e di orientazione MP infine con G un vettore di gran-
dezza G e di orientazione 2z le (16) possono scriversi:

_celoa G-a I )
(17) 1-?°_"4—-r: ?—2c’ra+2tﬂrGf'

E interessante confrontare questa formula con quella che di la forza
elettrica esercitata da una carica elettrica ¢ che, in assenza di campo gravi-
tazionale, abbia accelerazione I', moto quasi stazionario e velocitd trascu-
rabile di fronte a quella della luce. Tale forza, con le stesse notazioni, &
espressa da:

e | a G-a I
(18) E=tls+are—=T
Di qui si vede che, ponendo in (78)
G
(19) I'=— Y
si ottiene
o = cE.

In parole tale risultato pud cosi enunciarsi, osservando che ¢E & la parte
elettrica del campo elettromagnetico generato dalla carica in moto acce-
lerato:

La parte elettrica (F,,F.., F,;) del campo elettromagnetico (Fiz)
generato da una carica elettrica ferma in un campo uniforme di intensiti
G & uguale alla parte elettrica del campo elettromagnetico che, in assenza
di campo gravitazionale, produrrebbe la stessa carica se si muovesse, con le
condizioni indicate, con accelerazione G/2 in senso opposto al campo di gra-
vitazione.

§ 5. — Studiamo ora come viene alterata dal campo gravitazionale la
distribuzione dell’elettricitd sopra un conduttore. Osserviamo percid che
essendo nell’interno del conduttore 3z, 8y, 8z arbitrarii dovra essere per (9)



2. — Sull'elettrostatica di un campo graviiazionale uniforme, ecc. I3

nell'interno ¢ = costante e quindi (8) p = o. L’elettricita & quindi tutta
alla superficie. Supponiamo allora che il nostro conduttore sia una sfera
col centro O nell’origine delle coordinate e raggio R.

Cerchiamo di soddisfare la condizione ¢ = costante nell’interno assu-
mendo per la densita elettrica superficiale in un punto generico M della super-
ficie 1’espressione:

(20) E{R’_ + —;— acosf

dove 0 rappresenta I’angolo che il raggio vettore OM forma con ['asse z ed
@ una costante da determinarsi che supponiamo dell’ordine di grandezza
di G/ Il potenziale in un punto P interno sard dato (13) da:

I [ e

(4]

dove l'integrazione deve estendersi a tutta la superficie ¢ della sfera. Trascu-
rando termini di ordine superiore a G/c* si ottiene:

ce do cea (cos0do ce Gezp do ceG "2y 4o
@) e=1gmr) 7 =

4 7R 7  32mn°R°¢2 ] » 32mR* &) 7

Essendo P interno si ha pero:

féi=41'cR '[coseda --—7:2' /—a’c——-—rsz

po
Si trova dunque:
ce cfe eG
(22) %= + 5 (R~ TR A%
Se dunque vogliamo ¢, costante dovremo porre

G

I
g = —— —.

2T ¢?

Sostituendo questo valore in (20) si trova per la densiti superficiale
espressione:

@) =t )

Il fatto di trovarsi in un campo di gravitazione produce dunque nella
sfera una polarizzazione di momento

1?
1

2 G 4,
;—FeR.
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PARTE SECONDA

PESO DELLE MASSE ELETTROMAGNETICHE.

§ 6. — Supponiamo di avere un sistema di cariche sostenute da un
sostegno rigido per modo che ai 8x, 8y, 8z del § 2 bisogni attribuire la forma
di componenti di uno spostamento rigido. Rimandando a dopo la considera-
zione degli spostamenti rotatorii consideriamo dapprima quelli traslatorii,
vale a dire supponiamo 8x, 3y, dz siano arbitrarie funzioni del tempo ma
non dipendano da x, y, 2.

Cercheremo allora di soddisfare la (9) pensando che il potenziale gp in
un punto generico P sia la somma del potenziale dato da (13) e di uno di
tipo (14). Indicheremo questi due addendi con ¢p e ¢p e supporremo che il
rapporto fra le derivate di ¢p e ¢p rispetto ad una direzione qualunque sia
dell’ordine di grandezza /G/c* di cui abbiamo convenuto di trascurare i qua-
drati. Con cio la (9) si scrive:

[de 3z [( + ) eadey + b [ (32 + 55 ) pp

Tp P

+ Sz.[(gi: + -—?%)ppdfrpf =o0.

Tp

Questa equazione, dato che 8x 8y 8z sono funzioni arbitrarie del tempo,
tra di loro indipendenti, da luogo alle tre equivalenti:
QQP a?ll . a¢l 3?”
(24) JGE + o= +F)erds

Tp
a?l Q?I'
= [(Z+3)eedme=o.
Tp

Ora dall’espressione (13) di ¢’ si ottiene subito, osservando che

or Zp—%r
aIP - r
" 3¢’ c [ Xp—xy G (#p—*m) (2p +2n)
j:*;PPdTP=—H]./pPpMdTPdTM B 2= pr

Tp Tp ™

dove entrambi gli integrali vanno estesi al campo occupato da cariche. Scam-
biando nel secondo membro P con M, cid che nulla altera, si ottiene:

“M—* G (*m—%)(m* %)
r 2¢* r?

f%"l’ drp, = — 4—2;}pr Pp @y AT,

Tp Tm Tp
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onde infine, prendendo la semisomma:

- 3’
<25) ]?x—deTP=O‘
In modo in tutto analogo

2
(26) /%ppd'rl,=o.

D’altra parte similmente:

f%:—' Pp &Tp = ——U Pp Py ZTp Ty

Tp Tm

p—a G (p—2m) (3 +2m) G 1 {
73 2c 73 22 7

scambiando M con P

‘3¢’ c [ 2y—2p G (3m—%p)(Pmt%) , G 1
| 35 0p e = — = | [ fu e drg iy | = — 7 +;;=7%
< e
e prendendo la semisomma:
Y c G ®p Py u
(27) -/gdeTP———“—n 2£2ff p dTPdTM——G?C
Tp Tp T

indicandosi con z l’energia elettrostatica del sistema (a prescindere dai ter-
mini di correzione gravitazionali). Per le ipotesi fatte sulle derivate di ¢”
possiamo senz’altro scrivere, con la nostra approssimazione:

dop’’ .
/—i—pd‘r:—-cExe;
T

op’’ .
(28) ) i pdt=—cE;¢;

J 2y
T
al' .
( fa;?zpa"r: = —cEje;
T

dove con ¢ = / pdt si & indicata la carica totale del sistema. Sostituendo

T
in (24) le espressioni ora ottenute si trova:

eE:=o0
(29) B, =0
¢Ei=—G=-

In queste formole & contenuto il nostro risultato. Esse ci dicono infatti
che per mantenere in equilibrio il nostro sistema & necessario un campo esterno
(E*) il quale esercita sul sistema una forza data (in prima approssimazione)
da ¢E* che deve intendersi controbilanciare il peso del sistema, che vien
dunque dato da —¢E* ed ha percio per componenti

U
(30) o,olG_‘a—'
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che il peso di una massa elettro-
‘ale e grandezza eguale al peso di

no preso per 3x,d8y,dz le com-
nvece si prendono le componenti
'asse passante per l'origine delle

r; dr=py—gx,

ita al campo esterno ¢’’ diventa:

" (, % %9
jp(z-é}———x—a—z—)d'r

ofele = )]

Gli integrali tra parentesi si calcolano facilmente in base a (13) con
artifici simili a quelli usati nel paragrafo precedente. Essi hanno i valori

G [[Yp G [[%
(33) _ﬂ?_/fTPPpMdTPdTM ; +mjj7_pPpMdTPdTM ;0.

E prendendo per origine il punto O’ definito dal punto O e dal vettore
’ I P—0
0—* =—2—u'ff o PPpMdTPdTM’

si riconosce subito che i tre integrali si annullano gwalungue sia I’orienta-
zione del sistema attorno ad O’. Segue di qui che rispetto alla nuova origine
¢ nullo identicamente 'integrale (g), cioé ¢ nullo il momento del peso rispetto
a O’ qualunque sia 'orientazione del sistema: O’ gode dunque delle proprieta
di centro di gravita.

Pisa, marzo 192I.



